湖南师大附中2015届高三第一次模拟考试试题
数学（理科）
命题：湖南师大附中高三数学备课组

一.选择题：本大题共10个小题，每小题5分，共50分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的． 
1.已知集合
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，且
[image: image4.wmf]A

B

A

=

I

，则
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2．在一次抛掷硬币的游戏中，甲、乙两位同学各掷一次.设命题
[image: image10.wmf]p

是“甲掷出正面”，
[image: image11.wmf]q

是“乙掷出正面”，则命题“至少有一位同学没有掷出正面”可表示为（  A   ）
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3.函数
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的取值范围是   (   D   )
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4．随机掷两枚质地均匀的骰子，它们向上的点数之和不超过4的概率记为
[image: image23.wmf]1
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，
点数之和大于8的概率记为
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p

，点数之和为奇数的概率记为
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，则（  A ）
A．
[image: image26.wmf]123

ppp

<<

        
B．
[image: image27.wmf]213

ppp

<<

　　 

[image: image1.wmf]}

{

0

1

|

=

-

=

ax

x

A

C．
[image: image28.wmf]132

ppp

<<

      

D．
[image: image29.wmf]312

ppp

<<


5.执行右面的程序框图，如果输入的N =10，那么输出的S =（  B ）
（A）1+  eq \F(1,2) +  eq \F(1,3) + … +  eq \F(1,10) 
（B）1+  eq \F(1,2!) +  eq \F(1,3!) + … +  eq \F(1,10!) 
（C）1+  eq \F(1,2) +  eq \F(1,3) + … +  eq \F(1,11) 
（D）1+  eq \F(1,2!) +  eq \F(1,3!) + … +  eq \F(1,11!) 
6.已知角
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的终边过点
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7．已知等差数列
[image: image38.wmf]{

}

n

a

的前
[image: image39.wmf]n

项和为
[image: image40.wmf]n

S

，若
[image: image41.wmf]12015

OCaOAaOB

=+

uuuruuuruuur
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[image: image42.wmf]CB

AC

2

=

，则
[image: image43.wmf]2015

S

=

（  C   ）
A．
[image: image44.wmf]2

1


B．1

C．
[image: image45.wmf]2015

2


D．2015
8． 在平面直角坐标系中，两点
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，则平面内与
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轴上两个不同的定点
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）的点的轨迹可以是      （   A   ）
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9、在数列
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为“等方差数列”.下列是对“等方差数列”的判断不正确的是（  B    ）
A.若
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C.若
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是等方差数列，则
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D.若
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既是等方差数列，又是等差数列，则该数列为常数列.

解析：对于A，由
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对于D，由条件知
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10.已知
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的最大值为
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【解析】
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二、填空题，本大题共6小题，考生作答5小题，每小题5分，共25分

(一)选做题(请考生在第11，12，13三题中任选两题作答，如果全做，则按前两题记分）
[image: image381.png]


11．(几何证明选讲选做题)如图，EB，EC是⊙O的两条切线，B，C是切点，A， D是⊙O上两点，如果∠E＝46°，∠DCF＝32°，则∠A的度数是         ．
解析：连接OB，OC，AC．根据弦切角定理，可得
∠A=∠BAC+∠CAD=
[image: image90.wmf]1

2

(180°－∠E)＋∠DCF= 67°＋32°＝99°．
答案：99°
12．（坐标系与参数方程选做题）如果曲线C：eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝a＋2cos θ，,y＝a＋2sin θ))(θ为参数)上有且仅有两个
点到原点的距离为2，则实数a的取值范围是________．

解析：将曲线的参数方程转化为普通方程，即(x－a)2＋(y－a)2＝4，由题意可知，以原点为圆心，以2为半径的圆与圆C总相交，根据两圆相交的充要条件，得0＜eq \r(2a2)＜4，
∴0＜a2＜8，解得0＜a＜2eq \r(2)或－2eq \r(2)＜a＜0.

答案：(－2eq \r(2)，0)∪(0,2eq \r(2))

13．(不等式选讲选做题)设x＞0，y＞0，且xy－(x＋y)＝1，则x＋y的取值范围为________．
解析:因为xy－(x＋y)＝1，且xy≤
[image: image91.wmf]2
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，所以1＝xy－(x＋y)≤
[image: image92.wmf]2
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设x＋y＝a，则eq \f(a2,4)－a－1≥0(a＞0)，则a≥2＋2eq \r(2)，即x＋y≥2eq \r(2)＋2，故x＋y的取值范围
为[2eq \r(2)＋2，＋∞)．
答案：[2eq \r(2)＋2，＋∞)
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(二)必做题(14-16题)
14.如图，在正方体ABCD－A1B1C1D1中，点P是上底面A1B1C1D1内一动点，
则三棱锥P－ABC的主视图与左视图的面积的比值为________．
答案：　1[来源:学|科|网Z|X|X|K]
15．已知[image: image93.wmf](,0)

Fc

是双曲线[image: image94.wmf]:
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的右焦点，若双曲线[image: image97.wmf]C

的渐近线与圆[image: image98.wmf]222
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相切，则双曲线[image: image99.wmf]C

的离心率为          ． 
答案： 
[image: image100.wmf]2


16、给定集合A＝{a1，a2，a3，…，an}(n∈N，n≥3)，定义ai＋aj(1≤i<j≤n，i，j∈N)中所有不同值的个数为集合A两元素和的容量，用L(A)表示，若A＝{2,4,6,8}，则L(A)＝　 　；若数列{an}是等差数列，设集合A＝{a1， a2，a3，…，am}(其中m∈N*，m为常数)，则L(A)关于m的表达式为　  　.

答案： 
[image: image101.wmf]5,23
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解：①∵2＋4＝6,2＋6＝8,2＋8＝10,4＋6＝10,4＋8＝12,6＋8＝14，∴L(A)＝5.

②不妨设数列{an}是递增等差数列可知a1<a2<a3<…<am，则a1＋a2<a1＋a3<…<a1＋am<a2＋am<…<am－1＋am，故ai＋aj(1≤i<j≤m)中至少有2m－3个不同的数.

又据等差数列的性质：当i＋j≤m时，ai＋aj＝a1＋ai＋j－1；
当i＋j>m时，ai＋aj＝ai＋j－m＋am，
因此每个和ai＋aj(1≤i<j≤m)等于a1＋ak(2≤k≤m)中一个，
或者等于al＋am(2≤l≤m－1)中的一个.故L(A)＝2m－3.

三、解答题：本大题共6个小题，共75分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
17. (本小题满分12分)在△ABC中，设
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（Ⅰ）判断△ABC的形状：
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[image: image103.wmf]2

2,[,],.

33

BABCBBABC

pp

+=Î

uuuruuuruuuruuur

若

且

求

的

取

值

范

围

.

解：（1）因为
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（或由
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（2）因为
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                                                    (10分)
   所以
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          (12分)
18．(本小题满分12分)某班的一次数学随堂小测试成绩的茎叶图和频率分布直方图都受到不同程度的破坏，（阴影部分为破坏部分）其可见部分如下，据此解答如下问题：
[image: image127.png]0.008/ -
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（Ⅰ）计算频率分布直方图中[80,90)间的矩形的高；
（Ⅱ）若要从分[image: image129.png]ok [ SR (ZXXK.COM)




数在
[image: image130.wmf][80,100]

之间的试卷中任取两份分析学生失分情况，设分数在
[image: image131.wmf][90,100]

之间的人数为随机变量
[image: image132.wmf]x

，求
[image: image133.wmf]x

的分布列及数学期望；

【解析】（Ⅰ）分数在
[image: image134.wmf][
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的频率为
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[image: image138.wmf][

)

80,90

之间的人数为
[image: image139.wmf]25214

-=

人，则对应的频率为
[image: image140.wmf]4

0.16

25

=

，

∴
[image: image141.wmf][

)

80,90

间的矩形的高为
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（Ⅱ）随机变量
[image: image143.wmf]x

的取值为0，1，2．
结合第（Ⅰ）可得
[image: image144.wmf]2

4

2

6

2

(0)

5

C

P

C

x

===

，
[image: image145.wmf]11

42

2

6

8

(1)

15

CC

P

C

x

×

===

，
[image: image146.wmf]2

2

2

6

1

(2)

15

C

P

C

x

===


所以分布列是：
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[image: image151.wmf]2812
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19.(本小题满分12分)如图，多面体ABCDEF中，平面ADEF⊥平面ABCD，正方形ADEF的边长为2，直角梯形ABCD中，AB∥CD，AD⊥DC，AB＝2，CD＝4．
[image: image152.jpg]



（Ⅰ）求证：BC⊥平面BDE；
（Ⅱ）试在平面CDE上确定点P，使点P到直线DC、DE的距离相等，且AP与平面BEF所成的角等于30°．
【解析】
（Ⅰ）解法一：
证明：因为平面
[image: image153.wmf]ADEF

^

 平面
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 ,
[image: image155.wmf]EDAB
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所以
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 平面
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又因为
[image: image158.wmf]BC
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 平面
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所以
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在直角梯形
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所以，
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所以，
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所以
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 平面
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．                         5分
解法二：
因为平面
[image: image168.wmf]ADEF

^

 平面
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所以
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 平面
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                        所以
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 两两互相垂直
[image: image383.png]


以点
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 为原点，直线
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 分别为
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 轴，
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 轴，
[image: image178.wmf]z

 轴建立如下图所示的空间直角坐标系
[image: image179.wmf]Dxyz

-

，则
[image: image180.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0,0,0,0,0,2,2,2,0,0,4,0

DEBC

 

[image: image181.wmf](

)

(

)

(

)

2,2,0,0,0,4,2,2,0

BCDEDB

=-==

uuuruuuruuur

              
所以
[image: image182.wmf]0,0

BCDEBCDB

×=×=

uuuruuuruuuruuur

                     
所以，
[image: image183.wmf],

BCDEBCDB

^^

                   
又因为
[image: image184.wmf]EDBDD

=

I

 
所以
[image: image185.wmf]BC

^

 平面
[image: image186.wmf]BDE

．                         5分
（Ⅱ）因为平面
[image: image187.wmf]ADEF

^

 平面
[image: image188.wmf]ABCD

 ,
[image: image189.wmf]EDAB

^

 
所以
[image: image190.wmf]ED

^

 平面
[image: image191.wmf]ABCD


 所以
[image: image192.wmf],,

DEDADC

 两两互相垂直
以点
[image: image193.wmf]D

 为原点，直线
[image: image194.wmf],,

DADCDE

 分别为
[image: image195.wmf]x

 轴，
[image: image196.wmf]y

 轴，
[image: image197.wmf]z

 轴建立如图所示的空间直角坐标系
[image: image198.wmf]Dxyz

-

，则
[image: image199.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0,0,02,0,0,0,0,2,2,2,0,2,0,2

DAEBF



[image: image200.wmf](

)

(

)

2,0,0,2,2,2

EFEB

==-

uuuruuur

                         6分
设
[image: image201.wmf](

)

0,,

Pyz

 ，则
[image: image202.wmf]yz

=

 
令
[image: image203.wmf](

)

,,

nxyz

¢¢¢

=

r

 是平面
[image: image204.wmf]BEF

 的一个法向量，则
[image: image205.wmf]0

0

nEF

nEB

ì

×=

ï

í

×=

ï

î

ruuur

ruuur

 
所以
[image: image206.wmf]20

2220

x

xyz

¢

=

ì

í

¢¢¢

+-=

î

 ，令
[image: image207.wmf]1

y

¢

=

 ，得
[image: image208.wmf]0

1

1

x

y

z

¢

=

ì

ï

¢

=

í

ï

¢

=

î

 
所以
[image: image209.wmf](

)

0,1,1

n

=

r

                                                     8分
因为
[image: image210.wmf]AP

 与平面
[image: image211.wmf]BEF

所成的角等于
[image: image212.wmf]30

o

 ，
所以
[image: image213.wmf]AP

与
[image: image214.wmf](

)

0,1,1

n

=

r

所成的角为
[image: image215.wmf]60

o

或
[image: image216.wmf]120

o


所以
[image: image217.wmf]22

1

cos,

2

42

APn

yz

APn

APn

yz

×

+

<>===

×

++×

uuurr

uuurr

uuurr

               10分
所以
[image: image218.wmf]22

440(*)

yzyz

++-=

LLL

 
又因为
[image: image219.wmf]yz

=

 ，所以
[image: image220.wmf]yz

=

 或
[image: image221.wmf]yz

=-

                 
当
[image: image222.wmf]yz

=-

时，（*）式无解
当
[image: image223.wmf]yz

=

时，解得：
[image: image224.wmf]6

3

yz

==±

                       
所以
[image: image225.wmf]66

0,,

33

P

æö

ç÷

ç÷

èø

 或
[image: image226.wmf]66

0,,

33

P

æö

--

ç÷

ç÷

èø

                    12分
20．(本小题满分13分)已知数列
[image: image227.wmf]{

}

n

a

的首项
[image: image228.wmf]1

3

5

a

=

，
[image: image229.wmf]1

3

21

n

n

n

a

a

a

+

=

+

，
[image: image230.wmf]*

nN

Î

．

(1)求证：数列
[image: image231.wmf]1

1

n

a

ìü

-

íý

îþ

为等比数列；

(2)记
[image: image232.wmf]12

111

n

S

aaa

=+++

L

，若
[image: image233.wmf]20

n

S

<

，求满足条件的最大正整数
[image: image234.wmf]n

；

(3)是否存在互不相等的正整数
[image: image235.wmf]m

、
[image: image236.wmf]s

、
[image: image237.wmf]n

，使
[image: image238.wmf]m

，
[image: image239.wmf]s

，
[image: image240.wmf]n

成等差数列，且
[image: image241.wmf]1

m

a

-

，
[image: image242.wmf]1

s

a

-

，
[image: image243.wmf]1

n

a

-

成等比数列？如果存在，请给以证明；如果不存在，请说明理由．

【解析】(1)因为
[image: image244.wmf]1

121

33

nn

aa

+

=+

，所以
[image: image245.wmf]1

11111

1(1)

333

nnn

aaa

+

-=-=-

．

又
[image: image246.wmf]1

1

10

a

-¹

，所以
[image: image247.wmf]*

1

10()

n

nN

a

-¹Î

．
所以数列
[image: image248.wmf]1

1

n

a

ìü

-

íý

îþ

是以
[image: image249.wmf]2

3

为首项，
[image: image250.wmf]1

3

为公比的等比数列．     (3分)
(2)由(1)可得
[image: image251.wmf]1

121

1()

33

n

n

a

-

-=

，所以
[image: image252.wmf]11

2()1

3

n

n

a

=×+

．
∴
[image: image253.wmf]12

111

n

S

aaa

=+++

L



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image254.wmf]2
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(1)

1111

33

2()21

1
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n

nn

nnn

-

=++++=+´=+-

-

L

  (6分)
若
[image: image255.wmf]20

n

S

<

，则
[image: image256.wmf]1

120

3

n

n

+-<

，
令
[image: image257.wmf]1

()1

3

n

fnn

=+-

，则
[image: image258.wmf]1

1121

(1)()11()0

3333

n

nn

fnfn

+

+-=-+=+×>

，


[image: image259.wmf]()

fn

\

是关于
[image: image260.wmf]n

的单调增函数，且
[image: image261.wmf](19)0,(20)0

ff

<>


所以最大正整数
[image: image262.wmf]n

的值为19．                                   (8分)
(3)假设存在满足条件的正整数
[image: image263.wmf]m

、
[image: image264.wmf]s

、
[image: image265.wmf]n

，
则
[image: image266.wmf]2

mns

+=

，(am－1)(an－1)＝(as－1)2，

∵
[image: image267.wmf]3

32

n

n

n

a

=

+

，∴
[image: image268.wmf]2

333

(1)(1)(1)

323232

nms

nms

--=-

+++

，

化简得
[image: image269.wmf]3323

mns

+=´

．

∵
[image: image270.wmf]332323

mnmns

+

+³=´

，当且仅当
[image: image271.wmf]mn

=

时等号成立．

又
[image: image272.wmf]m

，
[image: image273.wmf]s

，
[image: image274.wmf]n

是互不相等的正整数，所以不存在．                      (13分)
21.（本题满分13分）已知双曲线C：
[image: image275.wmf](

)

22

22

10,0

xy

ab

ab

-=>>

的离心率为
[image: image276.wmf]3

，右焦点为F，过点M(1，0)且斜率为1的直线与双曲线C交于A、B两点，并且
[image: image277.wmf]4.

FAFB

×=

uuuruuur


(1)求双曲线C的方程；
(2)过右焦点F作直线
[image: image278.wmf]l

，交双曲线C的右支于P、Q两点，问在原点和右顶点之间是否存在点N，使得无论直线
[image: image279.wmf]l

的倾斜角多大，都有∠PNF=∠QNF？若存在，试确定点N的位置；若不存在，说明理由.

解析：(1)∵
[image: image280.wmf]2

3132.

b

eba

a

æö

=Þ+=Þ=

ç÷

èø


∴双曲线方程可设为
[image: image281.wmf]22

22

1.

2

xy

aa

-=

……..2分
过M(1，0)，斜率为1的直线方程为
[image: image282.wmf]1

yx

=-

。
设
[image: image283.wmf]1122

(,),(,).

AxyBxy

由
[image: image284.wmf]222

1

22

yx

xya

=-

ì

í

-=

î

得
[image: image285.wmf]22

2210

xxa

+--=

，则
∴
[image: image286.wmf]2

1212

2,21

xxxxa

+=-=--

，



……..4分
∵
[image: image287.wmf](

)

(

)
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3,3,

FAFBxayxay

×=-×-

uuuruuur



[image: image288.wmf]2

1212

2(31)()31

xxaxxa

=-++++



[image: image289.wmf]2

2314

aa

=-++=


解得
[image: image290.wmf]3.

a

=


∴双曲线的方程为
[image: image291.wmf]22

1.

36

xy

-=






…….6分
(1)若直线
[image: image292.wmf]l

与
[image: image293.wmf]x

轴垂直，由双曲线的对称性知，原点O(0，0)与右顶点(
[image: image294.wmf]3

，0)间任何点都满足题意.













若直线
[image: image295.wmf]l

与
[image: image296.wmf]x

轴不垂直，过点F(3，0)的直线
[image: image297.wmf]l

的方程为
[image: image298.wmf](3)

ykx

=-

，
设
[image: image299.wmf]3344

(,),(,),(,0)(03).

PxyQxyNtt

<<


 由
[image: image300.wmf](

)

22

3

26

ykx

xy

ì=-

ï

í

-=

ï

î

得
[image: image301.wmf]2222

(2)6960

kxkxk

-+--=

，
∵直线l与双曲线C右支于P、Q两点，
∴
[image: image302.wmf](
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2
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2

20

3642960
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k
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k
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-¹

ï

D=+-+>

ï

ï

ï

í

+=->
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-
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î


解得
[image: image303.wmf]2

k

>

或
[image: image304.wmf]2

k

<-

.
……..9分
∵∠PNF=∠FNQ, ∴KNP=-KNQ,∴
[image: image305.wmf]3

4

34

.

y

y

xtxt

=-

--


即
[image: image306.wmf](

)

(

)

34

34

33

kxkx

xtxt

--

=-

--

，又∵
[image: image307.wmf]2

k

>

，
∴
[image: image308.wmf]3434

2(3)()60

xxtxxt

-+++=

，……..10分
将
[image: image309.wmf]22

3434

22

696

,

22

kk

xxxx

kk

+

+=-=-

--

代入上式，整理得
[image: image310.wmf]1

t

=

.

综上所述：存在点N(1，0)使结论成立.
……..13分
22．(本小题满分13分)已知函数
[image: image311.wmf]()

x

fxe

=

，
[image: image312.wmf]()

gxmxn

=+

,
[image: image313.wmf]()()()

hxfxgx

=-

.
(1)若函数
[image: image314.wmf]()

hx

在
[image: image315.wmf]0

x

=

处的切线过点
[image: image316.wmf](1,0)

，求
[image: image317.wmf]mn

+

的值；
(2)当
[image: image318.wmf]0

n

=

时，若函数
[image: image319.wmf]()

hx

在
[image: image320.wmf](1,)

-+¥

上没有零点，求
[image: image321.wmf]m

的取值范围；
（3）设函数
[image: image322.wmf]1

()

()()

nx

rx

fxgx

=+

，且
[image: image323.wmf]4(0)

nmm

=>

，求证：当
[image: image324.wmf]0

x

³

时，
[image: image325.wmf]()1

rx

³

.
【解析】（1）由题意，得
[image: image326.wmf]()(()())()

xx

hxfxgxemxnem

¢¢¢

=-=--=-

，
所以函数
[image: image327.wmf]()

hx

在
[image: image328.wmf]0

x

=

处的切线斜率
[image: image329.wmf]1

km

=-

，                                   
又
[image: image330.wmf](0)1

hn

=-

，所以函数
[image: image331.wmf]()

hx

在
[image: image332.wmf]0

x

=

处的切线方程
[image: image333.wmf](1)(1)

ynmx

--=-

，
将点
[image: image334.wmf](1,0)

代入，得
[image: image335.wmf]2

mn

+=

.                                          3分
（2）当
[image: image336.wmf]0

n

=

，可得
[image: image337.wmf]()()

xx

hxemxem

¢¢

=-=-

，因为
[image: image338.wmf]1

x

>-

，所以
[image: image339.wmf]1

x

e

e

>

，
①当
[image: image340.wmf]1

m

e

£

时，
[image: image341.wmf]()0

x

hxem

¢

=->

，函数
[image: image342.wmf]()

hx

在
[image: image343.wmf](1,)

-+¥

上单调递增，而
[image: image344.wmf](0)1

h

=

，
所以只需
[image: image345.wmf]1

(1)0

hm

e

-=+³

，解得
[image: image346.wmf]1

m

e

³-

，从而
[image: image347.wmf]11

m

ee

-££

.  
②当
[image: image348.wmf]1

m

e

>

时，由
[image: image349.wmf]()0

x

hxem

¢

=-=

，解得
[image: image350.wmf]ln(1,)

xm

=Î-+¥

，
当
[image: image351.wmf](1,ln)

xm

Î-

时，
[image: image352.wmf]()0

hx

¢

<

，
[image: image353.wmf]()

hx

单调递减；当
[image: image354.wmf](ln,)

xm

Î+¥

时，
[image: image355.wmf]()0

hx

¢

>

，
[image: image356.wmf]()

hx

单调递增.
所以函数
[image: image357.wmf]()

hx

在
[image: image358.wmf](1,)

-+¥

上有最小值为
[image: image359.wmf](ln)ln

hmmmm

=-

，令
[image: image360.wmf]ln0

mmm

->

，解得
[image: image361.wmf]me

<

，所以
[image: image362.wmf]1

me

e

<<

. 综上所述，
[image: image363.wmf]1

[,)

me

e

Î-

.               9分
（3）由题意，
[image: image364.wmf]1114

()

()()4

xx

n

x

nxx

m

rx

n

fxgxeex

x

m

=+=+=+

+

+

，
而
[image: image365.wmf]14

()1

4

x

x

rx

ex

=+³

+

等价于
[image: image366.wmf](34)40

x

exx

-++³

， 
令
[image: image367.wmf]()(34)4

x

Fxexx

=-++

，则
[image: image368.wmf](0)0

F

=

，且
[image: image369.wmf]()(31)1

x

Fxex

¢

=-+

，
[image: image370.wmf](0)0

F

¢

=

，
令
[image: image371.wmf]()()

GxFx

¢

=

，则
[image: image372.wmf]()(32)

x

Gxex

¢

=+

，
因为
[image: image373.wmf]0

x

³

， 所以
[image: image374.wmf]()0

Gx

¢

>

，
所以
[image: image375.wmf]()

Fx

¢

在
[image: image376.wmf][0,)

+¥

上单调递增，于是
[image: image377.wmf]()(0)0

FxF

¢¢

³=

，
从而函数
[image: image378.wmf]()

Fx

在
[image: image379.wmf][0,)

+¥

上单调递增，即
[image: image380.wmf]()(0)0

FxF

³=

.                    13分
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