湖南师大附中2015届高三月考试卷(四)

数学（理科）

命题：湖南师大附中高三数学备课组 

(考试范围：高中理科数学全部内容)

一.选择题：本大题共10个小题，每小题5分，共50分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的． 

1. 设复数z满足z(1－2i)＝4+2i（i为虚数单位），则 |z| 为    (  C  )

A.1       
  B. 
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          C.
 2            D.
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2.设a∈R ，则“a＝－2”是“直线l1：ax+2y=0与直线l2 ：x+(a+1)y+4=0平行”的 （A ）

A .充分不必要条件              B. 必要不充分条件  

C .充分必要条件                D . 既不充分也不必要条件
3．已知函数
[image: image3.wmf]()
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的导函数
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的图象如图1所示，那么函数
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的图象最有可能的是(  A  )
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4.为了了解某县今年高考准备报考体育专业的学生的体重情况，将所得的学生体重数据分组整理后，画出了频率分布直方图(如图)，已知图中从左到右的前3小组的频率a，b，c恰成等差数列，若抽取的学生人数是48，则第2小组的频数为(　B　)

A．6  
B．12

C．18  
D．24
5．如果函数
[image: image6.wmf]cos()
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的图象关于直线
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对称，则正实数
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的最小值是(  A  )
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[image: image10.wmf]1

2

       C．
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6．数列
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共有5项，其中
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，则满足条件的不同数列的个数为(   B  )

A. 3           B. 4           C. 5          D. 6

【解析】设
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，则
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由
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf])
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共有3个1，1个-1.这种组合共有
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个，选B.
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7.已知图象不间断的函数f（x）是区间[a，b]上的单调函数，且在区间（a，b）上存在零点．如图是用二分法求方程f（x）=0近似解的程序框图，判断框内可以填写的内容
有如下四个选择：
①f（a）f（m）＜0；   ②f（a）f（m）＞0；
③f（b）f（m）＜0；   ④f（b）f（m）＞0

其中能够正确求出近似解的是（　C　）
A.①③   B. ②③    C. ①④    D. ②④
【解析】据二分法求方程近似解的步骤知当f（m）f（a）＜0，
即f（m）f（b）＞0时，说明根在区间（a，m）内，令b=m，
当f（m）f（b）＜0, 即f（m）f（a）＞0时，说明方程的根在
区间（m，b）内，令a=m，由框图得到当满足判断框中的条件
时将b=m故判断框内的条件为f（m）f（a）＜0或f（m）f（b）＞0，
故选C
8．已知点
[image: image26.wmf](3,3)
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，O为坐标原点，点
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的坐标x，y满足
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则向量 
[image: image29.wmf]OA

uuur

 在向量
[image: image30.wmf]OP
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方向上的投影的取值范围是               （  C ）
A.
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【解析】作不等式组表示的平面区域，如图.设向量 
[image: image35.wmf]OA
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 在向量
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方向上
的投影为z，则
[image: image37.wmf]cos23cos
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由图知，
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当
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所以z的取值范围是
[image: image45.wmf][3,3]
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9． 一个几何体的三视图如图所示，其中正视图是正三角形，

则几何体的外接球的表面积为（  D  ）
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A．
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【解析】此几何体是三棱锥P-ABC（直观图如右图），

底面是斜边长为4的等腰直角三角形ACB，且顶点在

底面内的射影D是底面直角三角形斜边AB的中点。

易知，三棱锥P-ABC的外接球的球心O在PD上。

[image: image474.jpg]


设球O的半径为r，则OD=2eq \r(3)-r，∵CD=2，OC=r，

∴
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∴外接球的表面积为
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10.已知
[image: image53.wmf]O

为坐标原点，双曲线
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的右焦点
[image: image55.wmf]F

，以
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为圆心，
[image: image57.wmf]OF

为半径作圆交双曲线的渐近线于异于原点的两点
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，若
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，则双曲线的离心率
[image: image61.wmf]e

的取值范围为（   B  ）
A.
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解析：取
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为
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中点，则
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也就是要求点
[image: image70.wmf]A

的横坐标
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解得
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，解得
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二.填空题：本大题共6个小题，考生作答5小题，每小题5分，共25分，把答案填在答题卡中对应题号后的横线上.

（一）选做题（请考生在第11，12，13三题中任选两题作答，如果全做，则按前两题计分）
11．（坐标系与参数方程选做题）在极坐标系中
[image: image77.wmf](,)(02)
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，曲线
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的交点的极坐标为      。
答案：
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12.（不等式选讲选做题）己知
[image: image80.wmf],(0,)

xy

Î+¥

，若
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恒成立，利用柯西不等式可求得实数
[image: image82.wmf]k

的取值范围是          .

答案：
[image: image83.wmf]10
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13.（几何证明选讲选做题）如图，
[image: image84.wmf]PA

切圆
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于点
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，割线
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经过圆心
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，则
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的长为          .
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答案：
[image: image96.wmf]7


（二）必做题
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14．甲、乙两个小组各10名学生的英语口语测试成绩的茎叶图如图所示．现从这20名学生中随机抽取一人，将“抽出的学生为甲小组学生”记为事件A；“抽出的学生英语口语测试成绩不低于85分”记为事件B．则P（A|B）的值是      ．

答案：
[image: image97.wmf]5
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15. 设常数
[image: image98.wmf]a
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的二项展开式中
[image: image100.wmf]7
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项的系数为-15,则
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16.将5个全等的正方形按如图所示方式放置在一个的矩形OEFG内，

其中顶点P、C、Q、D分别在矩形的四条边上.
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  （1）设向量
[image: image102.wmf]PA
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a，
[image: image103.wmf]PB
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b，以向量a，b为基底，则向量

[image: image104.wmf]CD

=

uuur

 3b－2a  (用向量a，b表示)；

  （2）若OE＝7，OG＝8，则图中5个正方形的边长都为
[image: image105.wmf]5

.

[image: image478.png]


【解析】（1）如图，
[image: image106.wmf]CDCM+MD=3PB2PA=
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3b－2a. （2分）
（2）如图所示建立直角坐标系，设
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3b－2a＝(―2x―3y，3x―2y)，
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因为OE＝7，OG＝8，则
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，即正方形的边长为
[image: image113.wmf]5
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三、解答题：本大题共6个小题，共75分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
17．（本题满分12分）在△ABC中，设角A、B、C的对边分别为a、b、c，已知
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（Ⅰ）求角A的大小；
（Ⅱ）若
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的最大值．
【解析】（Ⅰ）由
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由正弦定理，得
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 又
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[image: image125.wmf]sin2cossin

CAC

=

．     （4分）
因为
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（Ⅱ）因为
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由余弦定理，得
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因为
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时等号成立．                                  （10分）
所以
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，故△ABC的面积S的最大值为
[image: image139.wmf]93
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18.（本题满分12分）
如图， 在矩形
[image: image140.wmf]ABCD

中，点
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分别在线段
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，使平面
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（Ⅰ）求二面角
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的余弦值；
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（Ⅱ）点
[image: image150.wmf],
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分别在线段
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上，若沿直线
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将四边形
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向上翻折，使
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重合，求线段
[image: image156.wmf]FM

的长.
解：（法一）

（Ⅰ）取线段EF的中点H，连结
[image: image157.wmf]AH
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，因为
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[image: image159.wmf]AHEF
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又因为平面
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如图建立空间直角坐标系A-xyz，则
[image: image161.wmf]A
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（2，2，
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F（4，0，0），D（10，0，0）.    

故
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设
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取
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又平面
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故
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，又由图形观察知二面角
[image: image174.wmf]AFDC
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的平面角为锐角

所以二面角的余弦值为
[image: image175.wmf]3
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                         ……………………6分
（Ⅱ）解：设
[image: image176.wmf],

FMx

=

则
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     因为翻折后，
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     故
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     经检验，此时点
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在线段
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上，
所以
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（法二）
（Ⅰ）解：取线段
[image: image186.wmf]EF

的中点
[image: image187.wmf]H

,
[image: image188.wmf]AF

的中点
[image: image189.wmf]G

,连结
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.
      因为
[image: image191.wmf]'

AE

=
[image: image192.wmf]'

AF

及
[image: image193.wmf]H

是
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的中点，
所以
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又因为平面
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image197.wmf]^

平面
[image: image198.wmf]BEF

，
所以
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平面
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又
[image: image201.wmf]AF
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平面
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故
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image204.wmf]AF

，
又因为
[image: image205.wmf]G

、
[image: image206.wmf]H

是
[image: image207.wmf]AF

、
[image: image208.wmf]EF

的中点，
易知
[image: image209.wmf]GH

∥
[image: image210.wmf]AB

，
所以
[image: image211.wmf]GH



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image212.wmf]^



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image213.wmf]AF

，
于是
[image: image214.wmf]AF



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image215.wmf]^

面
[image: image216.wmf]'

AGH

，
所以
[image: image217.wmf]'

AGH

Ð

为二面角
[image: image218.wmf]'

ADHC

--

的平面角，
在
[image: image219.wmf]'

RtAGH

V

中，
[image: image220.wmf]'

AH

=
[image: image221.wmf]22

，
[image: image222.wmf]GH

=2，
[image: image223.wmf]'

AG

=
[image: image224.wmf]23


所以
[image: image225.wmf]3

cos'

3

AGH

Ð=

.

故二面角
[image: image226.wmf]'

ADFC

--

的余弦值为
[image: image227.wmf]3

3
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（Ⅱ）解：设
[image: image228.wmf]FMx

=

, 因为翻折后，
[image: image229.wmf]C

与
[image: image230.wmf]'

A

重合，
所以
[image: image231.wmf]'

CMAM

=

，
          而
[image: image232.wmf]22222

8(6)

CMDCDMx

=+=+-

，

[image: image233.wmf]222222

'''

AMAHMHAHMGGH

=+=++

 
[image: image234.wmf]2

(22)

=

,得
[image: image235.wmf]21

4

x

=

，
经检验，此时点
[image: image236.wmf]N

在线段
[image: image237.wmf]BC

上，
所以
[image: image238.wmf]21

4

FM

=

.                     ……………………12分
19．（本题满分12分）
目前，埃博拉病毒肆虐西非并逐渐蔓延，研究人员将埃博拉的传播路径结合飞机航班数据、埃博拉的潜伏时间等因素，计算出不限飞情况下，亚洲国家中印度、中国、阿联酋、黎巴嫩在一个月后出现输入性病例的概率分别为0.1、0.2、0.2、0.2，假定各国出现输入性病例相互独立．

（1）求上述四国中恰有1个国家出现输入性病例的概率；

（2）从上述四国中任选两国调研疫情，求恰有一国选在西亚（阿联酋、黎巴嫩），一国选在中国和印度中的概率；

（3）专家组拟按下面步骤进行疫情调研，每一步若出现输入性病例则停留下来研究，不再进行下一步调研：

第一步，一次性选取中国和印度两个国家同时进行调研；

第二步，在阿联酋和黎巴嫩两个国家中随机抽取1个国家进行调研；

第三步，对剩下的一个国家进行调研．

求该专家组调研国家个数的分布列及期望．

解：（1）所述四国中恰有1个国家出现输入性病例的概率为：
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（2）恰有一国选在西亚，一国选在中国和印度中的概率为：
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（3）设该专家组调研国家个数为
[image: image241.wmf]x

，则
[image: image242.wmf]x

的可能取值为2、3和4，由题得：
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故该专家组调研国家个数
[image: image246.wmf]x

的分布列为：

	　　　　
[image: image247.wmf]x


	　　　2
	　　　　3
	　　　　4

	　　　　P
	      0.28
	        0.144
	       0.576


该专家组调研国家个数的期望为：

E
[image: image248.wmf]x

＝2×0.28＋3×0.144＋4×0.576＝3.296．……………………12分
20. （本题满分13分）

已知数列
[image: image249.wmf]{}

n

a

的前
[image: image250.wmf]n

项和
[image: image251.wmf]2

n

Sn

=


（1）设
[image: image252.wmf]1

1

(1)

n

nnn

baa

-

+

=-

，求数列
[image: image253.wmf]{

}

n

b

的前
[image: image254.wmf]n

项和
[image: image255.wmf]n

T

；

（2）是否存在以[image: image256.wmf]1

a

为首项，公比为[image: image257.wmf](

)

*

05,

qqqN

<<Î

的等比数列[image: image258.wmf]{

}

k

n

a

，[image: image259.wmf]*

kN

Î

，使得数列[image: image260.wmf]{

}

k

n

a

中每一项都是数列[image: image261.wmf]{

}

n

a

中不同的项，若存在，求出所有满足条件的数列[image: image262.wmf]{

}

k

n

的通项公式；若不存在，说明理由。

解：当
[image: image263.wmf]1

n

=

时，
[image: image264.wmf]11

1

aS

==

，当
[image: image265.wmf]2

n

³

时
[image: image266.wmf]22

1

(1)21

nnn

aSSnnn

-

=-=--=-

，

显然
[image: image267.wmf]1

n

=

时也符合，故
[image: image268.wmf]21()

n

annN

+

=-Î

  

                   …………………3分
（1）①当[image: image269.wmf]2,*

nmmN

=Î

时，[image: image270.wmf](
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[image: image273.wmf](
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………………………………5分

②当[image: image274.wmf]21,*

nmmN

=-Î

时，

[image: image275.wmf](
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[image: image276.wmf](
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所以，[image: image277.wmf]2
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数

，

，

为

奇

数

                    …………………………7分
（2）由[image: image278.wmf]21

n

an

=-

，知数列[image: image279.wmf]{

}

n

a

中每一项都不可能是偶数．

①如存在以[image: image280.wmf]1

1

a

=

为首项，公比[image: image281.wmf]q

为2或4的数列[image: image282.wmf]{

}

k

n

a

（[image: image283.wmf]*

kN

Î

）

此时[image: image284.wmf]{

}

k

n

a

中每一项除第一项外都是偶数，故不存在以[image: image285.wmf]1

a

为首项，公比为偶数的数列[image: image286.wmf]{

}

k

n

a


                                                     ………………………10分

②当[image: image287.wmf]1

q

=

时，显然不存在这样的数列[image: image288.wmf]{

}

k

n

a

．

当[image: image289.wmf]3

q

=

时，若存在以[image: image290.wmf]1

1

a

=

为首项，公比为3的数列[image: image291.wmf]{

}

k

n

a

，[image: image292.wmf]*

kN

Î

．

则[image: image293.wmf]1

1

n

a

=

，[image: image294.wmf]1

1

n

=

，[image: image295.wmf]1

321

k

k

nk

an

-

==-

，[image: image296.wmf]1

31

2

k

k

n

-

+

=

  

所以满足条件的数列[image: image297.wmf]{

}

k

n

的通项公式为[image: image298.wmf]1

31

2

k

k

n
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+
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       ……………………13分
21. （本题满分13分）
已知椭圆[image: image299.wmf]22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>

的两个焦点分别为[image: image300.wmf]12

(,0)(,0)(0)

FcFcc

->

和

，过点[image: image301.wmf]2

(,0)

a

E

c

的直线与椭圆相交与[image: image302.wmf],

AB

两点，且[image: image303.wmf]1212

//,2

FAFBFAFB

=

．

（1） 求椭圆的离心率；     
（2） 求直线AB的斜率；     
（3） 设点C与点A关于坐标原点对称，直线[image: image304.wmf]2

FB

上有一点[image: image305.wmf](,)(0)

Hmnm

¹

在[image: image306.wmf]D

[image: image307.wmf]1

AFC

的外接圆上，求[image: image308.wmf]n

m

的值     
解：（1）由[image: image309.wmf]1

FA

//[image: image310.wmf]2

FB

且[image: image311.wmf]12

FA2FB

=

，得[image: image312.wmf]22

11

EFFB

1

EFFA2

==

，从而[image: image313.wmf]2

2

a

1

a

2

c

c

c

c

-

=

+


 　 整理，得[image: image314.wmf]22

3

ac

=

，故离心率[image: image315.wmf]3

3

c

e

a

==

                                                                                        ……………………3分
（2）由（I）得[image: image316.wmf]2222

2

bacc

=-=

，所以椭圆的方程可写为[image: image317.wmf]222

236

xyc

+=


  　设直线AB的方程为[image: image318.wmf]2

a

ykx

c

æö

=-

ç÷

èø

，即[image: image319.wmf](3)

ykxc

=-

．

 　由已知设[image: image320.wmf]1122

(,),(,)

AxyBxy

，则它们的坐标满足方程组[image: image321.wmf]222

(3)

236

ykxc

xyc

=-

ì

í

+=

î


消去y整理，得[image: image322.wmf]222222

(23)182760

kxkcxkcc

+-+-=

.

依题意，[image: image323.wmf]22

33

48(13)0

33

ckk

D=->-<<

，

得

 ……………………6分
而 [image: image324.wmf]2

12

2

18
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xx

k

+=

+

             ①
     　
[image: image325.wmf]222

12

2

276

23

kcc

xx

k

-

=

+

            ②     
由题设知，点B为线段AE的中点，所以

      [image: image326.wmf]12

32

xcx

+=

                  ③

联立①③解得[image: image327.wmf][image: image328.wmf]2

1

2

92

23

kcc

x

k

-

=

+

，[image: image329.wmf]2

2
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23
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x

k

+

=

+

 21世纪教育网  [image: image330.jpg]


  [image: image331.jpg]



将[image: image332.wmf]12

,

xx

代入②中，解得[image: image333.wmf]2

3

k

=±

.          ……………………8分
（3）解法一：由（2）可知[image: image334.wmf]12

3

0,

2

c

xx

==

      
当[image: image335.wmf]2

3

k

=-

时，得[image: image336.wmf](0,2)

Ac

，由已知得[image: image337.wmf](0,2)

Cc

-

.

线段[image: image338.wmf]1

AF

的垂直平分线l的方程为[image: image339.wmf]22

222

c

ycx

æö

-=-+

ç÷

èø


直线
[image: image340.wmf]l

与x轴的交点[image: image341.wmf],0

2

c

æö

ç÷

èø

是[image: image342.wmf]1

AFC

D

外接圆的圆心，因此外接圆的方程为[image: image343.wmf]22

2

x

22

cc

yc

æöæö

-+=+

ç÷ç÷

èøèø

.                   ……………………10分
直线[image: image344.wmf]2

FB

的方程为[image: image345.wmf]2()

yxc

=-

，于是点H（m，n）的坐标满足方程组为

[image: image346.wmf]2

2

2

9

24

2()

cc

mn

nmc

ì

æö

-+=

ï

ç÷

èø

í

ï

=-

î

  ，由[image: image347.wmf]0,

m

¹


解得[image: image348.wmf]5

3

22

3

mc

nc

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

    故[image: image349.wmf]22

5

n

m

=


当[image: image350.wmf]2

3

k

=

时，同理可得[image: image351.wmf]22

5

n

m

=-

.              ……………………13分
解法二：由（II）可知[image: image352.wmf]12

3

0,

2

c

xx

==


当[image: image353.wmf]2

3

k

=-

时，得[image: image354.wmf](0,2)

Ac

,由已知得[image: image355.wmf](0,2)

Cc

-

 21世纪教育网  [image: image356.jpg]


  [image: image357.jpg]



由椭圆的对称性可知B，[image: image358.wmf]2

F

，C三点共线，因为点H（m，n）在[image: image359.wmf]1

AFC

D

的外接圆上，且[image: image360.wmf]12

//

FAFB

，所以四边形[image: image361.wmf]1

AFCH

为等腰梯形.             ……………………10分
    由直线[image: image362.wmf]2

FB

的方程为[image: image363.wmf]2()

yxc

=-

,知点H的坐标为[image: image364.wmf](,22)

mmc

-

.

因为[image: image365.wmf]1

AHCF

=

，所以[image: image366.wmf]222

(222)

mmcca

+--=

，解得m=c（舍），或[image: image367.wmf]5

3

mc

=

.

则[image: image368.wmf]22

3

nc

=

，所以[image: image369.wmf]22

5

n

m

=

.      当[image: image370.wmf]2

3

k

=

时，同理可得[image: image371.wmf]n22

5

m

=-

 

……………………13分
22.（本题满分13分）设
[image: image372.wmf]()

fx

是定义在
[image: image373.wmf][

]

,

ab

上的函数，若存在
[image: image374.wmf](

)

,

cab

Î

，使得
[image: image375.wmf]()

fx

在
[image: image376.wmf][

]

,

ac

上单调递增，在
[image: image377.wmf](

]

,

cb

上单调递减，则称
[image: image378.wmf]()

fx

为
[image: image379.wmf][

]

,

ab

上的单峰函数，
[image: image380.wmf]c

为峰点。
（1）设
[image: image381.wmf]222

1

()(2)(22)

4

fxxxxxt

=--+

,若存在区间
[image: image382.wmf][

]

,

ab

使得
[image: image383.wmf]()

fx

在
[image: image384.wmf][

]

,

ab

上为单峰函数，求
[image: image385.wmf]t

的取值范围;

（2）设
[image: image386.wmf]23134

()(...)

2314

nn

n

xxxpx

fxpxx

nn

++

=-+++++

++

，其中
[image: image387.wmf],2

nNp
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Î>


①证明：对任意
[image: image388.wmf],()

n

nNfx

*

Î

为
[image: image389.wmf]1

0,1

p

éù

-

êú

ëû

上的单峰函数：
②记函数
[image: image390.wmf]()

n

fx

在
[image: image391.wmf]1

0,1

p

éù

-

êú

ëû

上的峰点为
[image: image392.wmf],

n

cnN

*

Î

，证明：
[image: image393.wmf]1

nn

cc

+

<

.

解：（1）
[image: image394.wmf]22

()(1)(2)

fxxxxt

¢

=--+

，方程
[image: image395.wmf]22

20

xxt

-+=

的判别式为
[image: image396.wmf]4(1)(1)
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D=+-


当
[image: image397.wmf]0,

D£

即
[image: image398.wmf]11

tt

£-³

或

时，
[image: image399.wmf]22

20

xxt

-+³

恒成立，

此时
[image: image400.wmf]1

x

<

时，
[image: image401.wmf]()0

fx

¢

£

，
[image: image402.wmf]()

fx

单调递减；
[image: image403.wmf]1

x

>

时，
[image: image404.wmf]()0

fx

¢

³

，
[image: image405.wmf]()

fx

单调递增，所以
[image: image406.wmf]()

fx

不是单峰函数。                        …………………………..3分

当
[image: image407.wmf]0,

D>

即
[image: image408.wmf]11

t

-<<

时，方程
[image: image409.wmf]22
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xxt

-+=

的两根分别为
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显然
[image: image411.wmf]12
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，且
[image: image412.wmf]12
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所以
[image: image426.wmf]()

fx

为
[image: image427.wmf][

]
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xx

上的单峰函数，1为峰点， 

综上所述，若
[image: image428.wmf]()

fx

为
[image: image429.wmf][

]

,

ab

上的单峰函数，则
[image: image430.wmf]t

的取值范围是
[image: image431.wmf](
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（2）①
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       则
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x

³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image438.wmf]()10

n

gx

¢

£-<



[image: image439.wmf]()()
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