湖南师大附中2020届高考模拟卷(三)
数　学(文科)
命题人、审题人：高三文科数学备课组
本试卷分第Ⅰ卷(选择题)和第Ⅱ卷(非选择题)两部分，共10页。
时量：120分钟   满分：150分
第Ⅰ卷
一、选择题：本大题共12个小题，每小题5分，共60分，在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的．
1．已知集合A＝{1，3，5}，B＝{3，5，7}，则A∪B＝(A)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

A．{1，3，5，7}  B．{5，7}
C．{3，5}  D．{5}
【解析】A∪B＝{1，3，5，7}．故选A.
2．已知z是纯虚数，是实数，那么z等于(D)
A．2i  B．i
C．－i  D．－2i
【解析】由题意可设z＝ai(a∈R且a≠0)，∴＝＝，则a＋2＝0，∴a＝－2，有z＝－2i，故选D.
3．在△ABC中，“sin A＝”是“A＝60°”的(B)
A．充分不必要条件  B．必要不充分条件
C．充要条件  D．既不充分也不必要条件
【解析】在三角形内0<A<π， 当sin A＝，则A＝60°或120°，故充分性不满足，当A＝60°，则sin A＝，必要性成立，故选B.
4．函数f(x)＝x－的大致图象为(A)

【解析】∵f(－x)＝－x＋＝－f(x)，
故f(x)是奇函数，排除B、D；
当x>0时，f′(x)＝1－，f(x)在为减函数，在为增函数，排除C；故选A.
5．执行如图所示的程序框图，则输出的s的值为(D)

A．－3  B．－  C.  D．2
【解析】模拟程序运行，i＝0，s＝2，满足i<4，
则i＝1，s＝，满足i<4，则i＝2，s＝－，满足i<4，
则i＝3，s＝－3，满足i<4，则i＝4，s＝2，不满足i<4，此时应退出循环，输出的s值为2.故选D.
6．设a＝log32，b＝ln 2，c＝5，则(C)
A．a>b>c  B．b>a>c
C．c>b>a  D．a>c>b
【解析】因为e<3，所以由对数函数的性质可得a＝log32＝<＝ln 2＝b，
因为c＝5>2>b，所以c>b>a.故选C.
7．我国三国时期的数学家赵爽为了证明勾股定理创制了一幅“勾股圆方图”，该图是由四个全等的直角三角形组成，它们共同围成了一个如图所示的大正方形和一个小正方形．设直角三角形中一个锐角的正切值为3.在大正方形内随机取一点，则此点取自小正方形内的概率是(D)

A.  B.  C.  D.
【解析】不妨设两条直角边为3，1，故斜边，即大正方形的边长为＝，小正方形边长为2，故概率为＝.故选D.
8．已知角α的终边上有一点P(－，2)，则sin＝(A)
A.  B.  C．－  D．－
【解析】∵角α的终边上有一点P(－，2)，∴sin α＝，cos α＝，则sin＝－cos α＝＝.故选A.
9．若两个单位向量a，b满足|a＋b|＝2|a－b|，则a与b夹角的余弦值为(B)
A.  B.  C．±  D．±
【解析】因为单位向量a，b，所以|a|＝|b|＝1，又|a＋b|＝2|a－b|，
所以a2＋2a·b＋b2＝4a2－8a·b＋4b2，
所以10a·b＝3a2＋3b2＝6，即10cos<a，b>＝6，所以cos<a，b>＝.故选B.
10．已知F1、F2为双曲线C：－＝1(a>0，b>0)的左、右焦点，点P在双曲线C上，且线段PF1的中点坐标为(0，b)，则双曲线C的离心率为(C)
A.  B.  C.  D．2
【解析】设(0，b)为点A，连接PF2，

依题意AO为△PF1F2的中位线，∴PF2∥AO，即PF2⊥x轴且|PF2 |＝2|AO|＝2b，
所以点P的坐标为(c，2b)，又点P在双曲线C上，
∴－＝1，即＝5，∴双曲线C的离心率为，故选C.
11．在△ABC中，角A，B，C的对边分别为a，b，c，若＝，b＝4，则△ABC的面积的最大值为(D)
A.  B．2  C．2  D．4
【解析】∵在△ABC中，＝，
∴(2a－c)cos B＝bcos C，
∴(2sin A－sin C)cos B＝sin Bcos C，
∴2sin Acos B＝sin Ccos B＋sin Bcos C＝sin(B＋C)＝sin A，
∵sin A≠0，约掉sin A可得cos B＝，即B＝，
由余弦定理可得：16＝a2＋c2－2accos B＝a2＋c2－ac≥2ac－ac＝ac，
∴ac≤16，当且仅当a＝c时取等号，
∴△ABC的面积S＝acsin B＝ac≤4.故选D.
12．在四面体A－BCD中，若AD＝DB＝AC＝CB＝1.则四面体A－BCD体积的最大值是(B)
A.  B.  C.  D.

【解析】如图，
取AB中点E，连接CE，DE，设AB＝2x(0<x<1)，则CE＝DE＝，
∴当平面ABC⊥平面ABD时，四面体A－BCD的体积最大，
四面体A－BCD的体积V＝××2x××＝x－x3，
V′＝－x2，当x∈时，V为增函数，当x∈时，V为减函数，则当x＝时，V取得最大值，Vmax＝×－×＝.故选B.
第Ⅱ卷
本卷包括必考题和选考题两部分．第13～21题为必考题，每个试题考生都必须作答．第22、23题为选考题，考生根据要求作答．
二、填空题：本大题共4个小题，每小题5分，满分20分．请把答案填在答题卷对应题号后的横线上．
13．命题“∃x0∈R，2x0≥0”的否定是__∀x∈R，2x<0__．
14．函数f(x)＝cos 2x＋2sin x的最小值是__－3__．
15．设数列满足a1＝1，－＝1 (n∈N*)，则a1a2＋a2a3＋…＋a100a101的值为____．
【解析】数列是首项为1，公差为1的等差数列，
则＝n，即an＝，所以an＋1an＝＝－，
则a1a2＋a2a3＋…＋a100a101＝1－＋－＋…＋－＝.故答案为.
16．已知函数f(x)的定义域为D，若存在区间⊆D，使得f(x)满足：(1)f(x)在上是单调函数；(2)f(x)在上的值域是[2a，2b]，则称区间是函数f(x)的“理想区间”，给出下列命题： 
①函数f(x)＝log3x不存在“理想区间”；
②函数f(x)＝2x存在“理想区间”；
③函数f(x)＝x2－3(x≥0)不存在“理想区间”；
④函数f(x)＝(x≥0)存在“理想区间”．
其中真命题是__①②③__(填上所有真命题的序号)．
【解析】①②③在定义域内都是单调递增函数，对于①，f(x)＝log3x<2x恒成立，所以不存在“理想区间”；对于②，函数f(x)＝2x与y＝2x的图象恰有两个交点，满足f(x)在上的值域是[2a，2b]，所以存在“理想区间”；对于③，函数f(x)＝x2－3(x≥0)的图象与函数y＝2x的图象在定义域内只有一个交点，故不存在“理想区间”；对于④，函数f(x)＝(x≥0)的图象与函数y＝2x的图象在定义域内有两个交点，但在此区间内不单调，所以不存在“理想区间”．从而真命题是①②③.
三、解答题：共70分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．
17．(本小题满分12分)
已知数列{an}的前n项和为Sn，n∈N*，且Sn＝an－.
(1)求数列的通项公式；
(2)若bn＝an＋log3an，设数列的前n项和为Tn，n∈N*，求Tn.
【解析】(1)当n＝1时，a1＝a1－，得a1＝1，(1分)
当n≥2时，Sn－Sn－1＝an＝(an－an－1)，得an＝3an－1，(3分)
∴数列是首项为1，公比为3的等比数列，
∴an＝3n－1.(6分)
(2)由(1)得：bn＝an＋log3an＝3n－1＋n－1，(8分)
又Tn＝＋＝.(12分)
18．(本小题满分12分)
某市为了引导居民合理用水，居民生活用水实行二级阶梯式水价计量办法，具体如下：第一阶梯，每户居民月用水量不超过12吨，价格为4元/吨；第二阶梯，每户居民月用水量超过12吨，超过部分的价格为8元/吨．为了了解全市居民月用水量的分布情况，通过抽样获得了100户居民的月用水量(单位：吨)，将数据按照[0，2)，[2，4)，…，[14，16](全市居民月用水量均不超过16吨)分成8组，制成了如图1所示的频率分布直方图．

(1)求频率分布直方图中字母a的值，并求该组的频率；
(2)通过频率分布直方图，估计该市居民每月的用水量的中位数m的值(保留两位小数)；
(3)如图2是该市居民张某2019年1～6月份的月水费y(元)与月份x的散点图，其拟合的线性回归方程是＝2x＋33.若张某2019年1～7月份水费总支出为312元，试估计张某7月份的用水吨数．
【解析】(1)∵(0.02＋0.04＋0.08＋a＋0.13＋0.08＋0.03＋0.02)×2＝1，
∴a＝0.10.
第四组的频率为0.10×2＝0.20.(4分)
(2)∵0.02×2＋0.04×2＋0.08×2＋0.10×2＋(m－8)×0.13＝0.5, 
∴m＝8＋≈8.15.(8分)
(3)∵＝(1＋2＋3＋4＋5＋6)＝，且＝2＋33，
∴＝2×＋33＝40.
∴张某7月份的水费为312－6×40＝72元．(10分)
设张某7月份的用水吨数为n，
∵12×4＝48<72，
∴12×4＋(n－12)×8＝72，解得n＝15.
即张某7月份的用水吨数为15.(12分)
19．(本小题满分12分)
如图，在三棱锥P－ABC中，PA⊥AB，PA＝AB＝BC＝4，∠ABC＝90°，PC＝4，D为线段AC的中点，E是线段PC上一动点．

(1)当ED⊥AC时，求证：PA∥平面EDB；
(2)当△BDE的面积最小时，求三棱锥E－BCD的体积．
【解析】(1)证明：在Rt△ABC中，AC＝4，
在△PAC中，由PA2＋AC2＝PC2知，PA⊥AC，
又DE⊥AC，
所以PA∥ED，又PA⊄平面EDB，ED⊂平面EDB，
所以PA∥平面EDB.(5分)
(2)在等腰直角△ABC中，
由D为AC的中点知，DB⊥AC，
又由PA⊥AC，PA⊥AB，AB∩AC＝A，AB，AC⊂平面ABC知，PA⊥平面ABC，
由DB⊂平面ABC知，PA⊥DB，
又DB⊥AC，PA∩AC＝A，PA，AC⊂平面PAC，
所以DB⊥平面PAC，
由DE⊂平面PAC知，DE⊥DB，
即△EBD为直角三角形，
BD＝AB＝2，
所以当DE最小时，△BDE的面积最小．(8分)
过点D作PC的垂线，
当E为垂足时，DE最小为，(10分)
此时EC⊥DE，又DB⊥EC，DE∩DB＝D，DE，DB⊂平面BDE，
所以EC⊥平面BDE，
则EC＝＝，
所以VE－BCD＝×S△BDE·EC＝.(12分)
20．(本小题满分12分)
设a>0，函数f(x)＝x2－2ax－2aln x，g(x)＝.
(1)当a＝时，求函数f(x)的单调区间；
(2)求函数g(x)的极值；
(3)若函数f(x)在区间(0，＋∞)上有唯一零点，试求a的值．
【解析】(1)当a＝时，f(x)＝x2－x－ln x．易知f(x)的定义域为，
令f′＝2x－1－＝＝＝0，解得x＝1或－，(2分)
当0<x<1时，f′<0，则f 递减；当x>1时，f′>0，则f 递增，
因此，f的减区间为，增区间为.(3分)
(2)g的定义域为，则g′＝，
令h＝1－x－2ln x，
则h′＝－1－<0，
故h(x)在(0，＋∞)上单调递减，又知h(1)＝0，(5分)
当0<x<1时，h(x)>0，即g′(x)>0；
当x>1时，h(x)<0，即g′(x)<0，
因此g(x)在(0，1)单调递增，在(1，＋∞)单调递减．
即当x＝1时，g(x)有极大值g(1)＝1，无极小值．(7分)
(3)令x2－2ax－2aln x＝0，整理得：＝在(0，＋∞)只有一个解，
即y＝的图象与g(x)＝的图象在(0，＋∞)只有一个交点，(9分)
由(2)知，g(x)在(0，1)单调递增，在(1，＋∞)单调递减，
且g(x)有极大值g(1)＝1，又a>0，
所以＝g(1)＝1，解得a＝.(12分)
21．(本小题满分12分)
已知M(－1，0)，N(1，0)，动点P为曲线C上任意一点，直线|PM|＋|PN|＝2，动直线l与曲线C相交于不同两点Q(x1，y1)，R(x2，y2)，其中y1＞0，y2＞0，且满足＝.
(1)求曲线C的方程；
(2)若直线l与x轴相交于一点A，求A点坐标．
【解析】(1)依题意，曲线C是以M，N为焦点的椭圆，且2a＝2，故a＝，c＝1，故曲线C的方程为：＋y2＝1.(4分)
(2)设点A的坐标为(m，0)．依题意，直线l的斜率存在且不为0，设为k(k≠0)，
则直线l的方程y＝k(x－m)，将y＝k(x－m)代入方程＋y2＝1(x≠0)．
得(2k2＋1)x2－4k2mx＋2(k2m2－1)＝0.
则Δ＝(－4k2m)2－8(2k2＋1)(k2m2－1)＝8(2k2－k2m2＋1)＞0，
x1＋x2＝，x1·x2＝，(6分)
动直线l与曲线C相交于不同两点Q(x1，y1)，R(x2，y2)，其中y1＞0，y2＞0，
且满足＝，即＝，
如图，作QQ1⊥x轴于Q1，RR1⊥x轴于R1，

sin∠QMQ1＝＝，sin∠RMR1＝＝，
则∠QMQ1＝∠RMR1，故kMQ＋kMR＝0，(9分)
即＋＝＋＝0，
化简得：2x1·x2－(m－1)－2m＝0，
即2×－(m－1)×－2m＝0，整理得m＋2＝0，即m＝－2.
故点A的坐标为(－2，0)．(12分)
请考生在第22、23两题中任选一题作答，如果多做，则按所做的第一题计分。做答时请写清题号。
22．(本小题满分10分)选修4－4：坐标系与参数方程
在平面直角坐标系xOy中，直线l的倾斜角为30°，且经过点A(2，1)，曲线C：x2＋y2－4x＝0.
(1)求直线l的参数方程和曲线C的极坐标；
(2)设直线l与曲线C交于P，Q两点，求＋的值．
【解析】(1)由题意可得直线l的参数方程为(t为参数)，
即(t为参数)，(2分)
由以及x2＋y2－4x＝0得，ρ2＝4ρcos θ，所以曲线C的极坐标方程为ρ＝4cos θ.(5分)
(2)将l的参数方程代入曲线C的直角坐标方程中得，
＋－4＝0，化简得t2＋t－3＝0，
设t1，t2为方程t2＋t－3＝0的两个根，则t1＋t2＝－1，t1t2＝－3<0，
所以＋＝＋＝＝＝＝.(10分)
23．(本小题满分10分)选修4－5：不等式选讲
已知函数f＝＋.
(1)求不等式f≤5的解集；
(2)若函数y＝f图象的最低点为，正数a、b满足ma＋nb＝6，求＋的取值范围．
【解析】(1)由f(x)＝＋，得f＝
∴由f≤5可得或或
解得x∈或x∈或x∈∅，
综上，x∈.(5分)
(2)∵f(x)＝
∴当x＝2时，f(x)取得最小值3，
∴函数y＝f(x)图象的最低点为(2，3)，即m＝2，n＝3.(7分)
∵ma＋nb＝6，∴2a＋3b＝6，∴＋＝1，
∴＋＝＝1＋＋＋4≥5＋2＝5＋4＝9.
当且仅当＝，即a＝1，b＝时取等号．(10分)
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